
 
M a t h e m a t i k  I I I a  f u r  W i r t s c h a f t s w i s s e n s c h a f t l e r  

1 Skalarprodukt, Norm, Metrik 
1.1 Skalarprodukt 
1.1.1 Definition:  

V: VR; s: VxV → IR ; s Skalarprod. ⇔  
1a) ∀ 

rx ∈V: s( 
rx , 

rx  ) ≥ 0     [positive Definitheit] 
1b) s( 

rx  , 
rx  ) = 0 ⇔ 

rx  = 
r
0  

2) ∀ 
rx , 

ry  ∈ V: s ( 
rx , 

ry  ) = s ( 
ry  , 

rx  )  [Symmetrie] 
3) ∀ 

rx 1 , 
rx 2 , 

ry : s ( α 
rx 1 + β 

rx 2 , 
ry  ) = α  s ( 

rx 1 , 
ry  ) + β  s ( 

rx 2 , 
ry  ) [Linearita t] 

1.1.2 Satz:  
s Skalarprod auf V ⇔ ∃ symmetrische, positiv definite Matrix A:  
s( 

rx , 
ry ) = 

rx T A 
ry   

1.2 Norm 
1.2.1 Definition: 

Eine Abbildung || . || : V → IR  hei�t Norm ⇔ 
1a)  ∀ 

rx ∈V: || 
rx || ≥ 0   [pos. Definitheit] 

1b) || 
rx || = 0 ⇔ 

rx  = 
r
0   

2) ∀ 
rx ∈V, ∀λ∈IR : || λ 

rx || = | λ |  || 
rx ||     [Linearita t der Faktoren] 

3) ∀ 
rx , 

ry  ∈ V: || 
rx + 

ry  || ≤  || 
rx || + || 

ry  ||  [Dreiecksungleichung] 
1.2.2 typische Normen: 

1) ∀ s( 
rx , 

ry  ) gilt: || 
rx || : = √ ( s( 

rx , 
ry  ) ) ist eine Norm 

2) Betragssummennorm:   || 
rx ||1 : =  | x1 | + | x2 | + ... + | xn |  

3) Maximumsnorm: || 
rx || ∞  : = max { | x1 | , | x2 | , ... , | xn | } 

1.2.3 Satz: 
f: V → W ;  f linear ; ||  . || eine Norm auf W: 
||  . || 1 : = || f ( 

rx  ) || ist eine Norm auf V ⇔  f  injektiv 
1.3 Metrik 
1.3.1 Definition: 

X ≠ ∅; d: X x X  → IR ; d hei�t Metrik ⇔  
1a) ∀ x, y ∈ X: d(x,y) ≥ 0  [pos.Definitheit] 
1b) d(x,y) = 0 ⇔ x = y 
2) ∀ x, y ∈ X: d(x,y) = d(y,x)   [Symetrie] 
3) ∀ x, y, z ∈ X: d(x,y) ≤ d(x,z) + d(y,z)  

1.3.2 typische Metriken 
1) || . || sei Norm auf V  ⇒  d( 

rx , 
ry  ) : = || 

rx  - 
ry  || ist eine Metrik auf V 

1.3.3 Satz 
X,Y ≠ ∅; f: X → Y bel. Abbildung; d Metrik auf Y 
ρ (x,y) : = d ( f(x) , f(y) ) ist eine Metrik auf X ⇔ f  injektiv 
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