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Analytische Methoden in der Materialflu� planung 
 
1. Einzelelemente von MF-Systemen 
 
1.1 operationelle Analyse 
 
Anzahl Anku nfte A (Arrivals) 
Anzahl Abgange C (Completions) 
Summe der Aktivzeiten B (Busy Time) 
Summe der Verweilzeiten W ("Waiting" Time, Vorsicht!) 
Zugangsrate:  λ = A / T 
Abgangsrate:  X = C / T 
mittl. Bedienzeit:  S = B / C 
Auslastung: U = B / T 
mittlere Verweilzeit: R = W / C 
mittl. Anzahl Kunden im System: k  = W / T  →imGG  k = λ R 

ist Little's Gesetz der operationellen Analyse  
⇒ 1. Produktionslogist. Gesetz (Wiendahl): Bestand = Durchsatz * DLZ 

Gleichgewicht langfristig mu– gelten A = C ⇒ λ = X 
 
1.2 stochastische Modelle 
 
 
 
Skizze fu r c=2: 
 
 
 
Ankunftsrate: λ = 1 / E (tan) 
Bedienrate: µ = 1 / E (tab) 
Auslastung: ρ = λ / µ  = Aktivzeit /Gesamtzeit  

ρ < 1 fu r stabiles System 
durchschnittl. Wartezeit: tW 
durchschnittl. Verweilzeit: tV = tW + E (tab) = tW + 1 / µ  
durchschnittl. Anzahl wartender Kunden: NW 
durchschnittl. Anzahl Kunden im System: 

N = NW + ρ c  ⇐   Herleitung aus Erwartungswert = ∑
∞

=0
)( 

k
kpk   

Little's Gesetz: N = λ tV und NW = λ tW  
⇐ Beweisidee:  

V(t) = A(t)-C(t) ⇒ λ(t) tV(t) = 
)(
)()(

tA
tT

t
tA V

 = 
t

dssV∫ )(
= N(t) 

 
1.3 Kendall'sche Notation 
 
A / B / m / XXXX 
mit A = Ankunfts-; B = Bedienproze–; m = Anzahl Bedienstationen; XXXX = Wartedisziplin (hier: FIFO) 
 

λ  
µ   
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Verteilungen: 
 
M Markov Proze– Exponentialverteilung: ("geda chtnislos") 

Dichte: f(t) = λ e-λ t   fu r t ≥ 0 
Verteilung: F(t) = 1 ² e-λ t   fu r t ≥ 0 
E(t) = 1 / λ ; Var(t) = 1 / λ½  ; c½  = 1 
⇔ aquivalent zu Poisson Verteilung: f(x) = ( (λ t)x / x!) e-λt 

D Dirac Proze– Taktproze– 
E(t) ist einzige Auspragung der Dichte 
Var(t) = 0 ; c½  = 0 

G General Dichtefunktion nicht bekannt 

E(t) = ∑
=

n

i
iitp

0

 ; Var(t) = ( )∑
=

−
n

i
ii ptEt

0

2)(  ; c½  = 
)½(

)(
tE

tVar
 oder 1+c½  = 

)½(
½ )(

tE
tE

 

es gilt: Verschiebungssatz: Var(t) = E(t ½ ) ² E(t)½  
Gi General independent Ankunfts- und Abgangsprozesse sind unabhangig 
 
1.4 Materialflu–systeme 
 
M / M / 1 aus Markovkette & statischem GG ⇒ p(k) = ρk (1-ρ) 

⇒ N = 
ρ

ρ
−1

 

M / G / 1 
ohne Prioritat 

ohne Prioritat: 
tW = ρ r + NW E(tab) 
⇒ tW = ρ r / (1- ρ) mit r = ö  E(tab½ )/E(tab)  

(aus graph. Herleitung der Restbedienzeit mit Grenzu bergang n à ∞ ) 

⇒ tW = 
)-2(1

)1)((  
)(2
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 Formel von Pollazek-Khintchine 

und NW = NW
M/M/1 ⋅

2
1 2

abc+
 

M / G / 1 
mit eingeschr. 
Prioritat 

mit eingeschrankter Prioritat: 
eingeschrankte ≈ nicht unterbrechende Prioritaten (non-preemptive) 

Def.: Arbeitserhaltung :=  Kunde zu Anteil α abgearbeitet ⇒ Restbedienzeit: (1-α) tab 
Kleinrock's Erhaltungssatz: 

falls priorisierte Kunden keine systematisch gro–ere oder kleinere Bedienzeit haben 
⇒ Summe der Wartezeiten bleibt gleich: E(VWarten) = ∑ ρi tw

i = ρ tW
FIFO 

 [ Herleitung u ber graphische Betrachtung (Rechteck + Dreieck im V ² t ² Diagramm) 
 [ anschl. berechne E(V) mit Hilfe von Little wobei V = Virtual Work  

Wartezeit fu r Klasse k: tW
k = 

∑ ∑
< ≤

−−
ki ki

ii

abtE
))(1( 2

)( 2

ρρ
λ

 

[ Klasse 1: tW
1 = ρ1 tW1 + λ E(tab)/2 

[ Klasse 2: tW
2 = Restbedienzeit aktueller Kunden + Bedienzeiten Kunden Klasse 1,2 + 

Bedienzeiten aller wahrend Wartezeit eintreffender Kunden Kl. 1 (Expansionsfaktor: 1/(1-ρ) ) 
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M / G / 1 
mit absoluter 
Prioritat 

mit absoluter Prioritat: 
absolute ≈ unterbrechende Prioritaten (preemptive) à i.d.R. nicht arbeitserhaltend 

jedoch hier: Annahme der Arbeitserhaltung 

Klasse 1: tW
1 = ( )1

2
1,1

12
)( 

ρ
λ

−
abtE

 (abh. von λ1 und tab,1) 

Klasse 2: tW
2 = tW

2,nicht unterbr. Prio ,  tV
2 = tW

2 + tK
2  mit tK

2 = 
1

2,

1
)(

ρ−
abtE

 

⇒ Anwendung zur Modellierung von Sto rungen 
M / M / c jetzt gilt: ρ = λ / c µ  < 1 

Herleitung mit Markovkette ⇒ GG  

⇒ p(0) = 
( )

( )
( )∑
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 anschl.Erwartungswert bilden 

⇒ NW = 
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Rest mit Little und N = NW + c ρ  
M / G / c Approximation durch Analogieschlu– 

tW
M/G/c ≈ tW

M/M/c 
2

1 2
abc+

⋅  

Vorsicht: Naherung nur gut bei kleinem oder gro–em ρ 
Gi / G / 1 TN = ZAZ nach Kunde n 

Tab,n = Abgangszeit Kunde n 
Xn = Tab,n ² Tn  = Differenz zu- zu abgehender Arbeit 
TW,n = Wartezeit Kunde n 
 
Yn = | TW,n + Xn |- = Brachzeit    | ... |- ist negativer Anteil vom Betrag, sonst 0 
TW,n+1 = | TW,n + Xn |+ 
⇒ TW,n+1 ² Yn = TW,n + Xn    [ ⇒ Yn TW,n+1 = 0 ] 
(mit nà∞ ) ⇒ E(Y∞) = - E(X) 

(Quadrieren) ⇒ tW = 
)2E(Y
)Y(

)(2
½ )( 2

∞

∞−
− E

XE
XE

 [ E(X) oder E(Y∞) sind unbekannt! ] 

Abschatzungen: 

• Kingman's Upperbound: E(Y½ ) ≥ E(Y)½  ⇒ tW = ( )ρλ
ρ
−

+
1  2
½ 22

aban cc
 

• Daley's Upperbound 
• Na herung von Marchall 
• Na herung von Kra mer & Langenbach-Belz (beste Naherung, Fallunterscheidung) 

 
1.5 Variabilitat des Abgangsprozesses: 
 
Zwischenabgangszeiten Dn = Yn + Tab,n  

(Erwartungswert) ⇒ E(D) = E(Y∞) + E(Tab) = 1/λ ( =E(Tan) ) 
 

fu r M/G/1 cD½  = 1 + ρ½  (cab½  -1) 
fu r M/M/1 cD½  = 1 
fu r G/G/1 Naherung, basiert auf Abschatzung von tW 

z.B.  cD½  ≈ 1 + (1 - ρ½ ) (can½  - 1) + (ρi / mi) (cab½  - 1)  (s.u.) 
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2. Bediensystemnetzwerke (BSN) 
 
Bediensysteme, i=0: Netzwerkumgebung i=1, ... , M  
U bergangswahrscheinlichkeit 

qij = 

∑
=

M

j
ij

ij

0
λ

λ
 

⇒ U bergangsmatrix Q = (qij) 
 
2.1 offene Bediensystemnetzwerke 
 
LGS: aus GG ergibt sich: ∀j: λj = λ0j + ∑i λij    mit λij = λi qij 

⇒ λ = (QT ² E )-1 (-λ0) mit λ = (λ1, ..., λM)T 

 
2.2 offene exponentielle Bediensystemnetzwerke (FCFS) 
 
Zustandsvektor  k

r
= (k1, ..., kM)T mit ki = Anzahl der Kunden im BS i 

globale 
Gleichgewichtsgleichungen 
(GGG) 

Wahrscheinlichkeitsflu– in Zustand hinein  
=! Wahrscheinlichkeitsflu– aus Zustand heraus 
à zu komplex, nicht lo sbar 

lokale GGG Freischneiden der Zustande: ∀BSi: Abgang aus i =! Zugang in i 
Vorteil: Lo sung analog M/M/c mo glich durch: 
⇒ Produktformlo sung nach Jackson 

p(k1, ..., kM)T = p1(k1)  p2(k2) ... pM(kM)  
mit Eigenschaften:  
• ∀i mit ρi < 1: lokale GGG sind immer lo sbar 
• Lo sung der lokalen GGG ist auch Lo sung der globalen GGG 
Geltungsbereich (nach BCMP: Beskett, Chomdy, Munz, Palacios): 
• Abfertigungsdisziplin: FCFS, LCFS, (PS = processor sharing) 
• Bedienzeitverteilung:  

• bei FCFS: exponentialverteilte Prozesse 
• sonst: beinahe beliebig 

⇒ selten bei realen MF Systemen ⇒ meist keine exakten Lo sungen 
 

 
2.3 offene Bediensystemnetzwerke mit generellen Zeiten 
 
Approximation u ber Freischneiden:  

Beeinflussung nur u ber Mittelwert und Variabilitat der Flu sse 
 
Mittelwert: λ λj = ∑i λij  
Variabilitat: c½   (1) Zusammenfu hren der Ankunftsstrome: 

mittels Approximationen: 
• asymptotische Methode:  can,j½  = ∑i (λij /λj) cD,i½  (systematische Unterschatzung) 
• stationare Methode (systematische U berschatzung) 

(2) Transformation des Ankunfts- in den Abgangsproze–: 
durch Approximation und Linearisierung: 
cD,i½  ≈ 1 + (1 - ρi½ ) (can,i½  - 1) + (ρi  / mi) (cab,i½  - 1) 

(3) Aufteilung des Stromes (exakt): 
cD,ij½  = qij (can,i½  - 1) + 1 

(4) aus (1) und (3) folgt: 

⇒ can,i½  = ∑
≠
=

M

ij
ji 1

1
λ λj qji [qji cD,j½  + 1 - qji] + 

i

i
λ

λ0 [ 
0

0
λ

λ i can,0i½  + 1 - 
0

0
λ

λ i ] 
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QNA Vorgehensweise: 
1. Lo se Flu–gleichungen ⇒ λ = (λ1, ..., λM)T 
2. Bestimme ρi 
3. Gleichung (2) und (4) lo sen ⇒ cD,i½  und can,i½  oder (1),(2),(3) sukzessive ermitteln 
4. Berechne Kennwerte fu r Bediensystem BSi ⇒ tW, N, u.a. 
Hinw.: bei Ru ckfu hrung: µ und λ verringern (ρ konst.) und ohne Ru ckkopplung rechnen! 

 
2.4 Werkstattfertigung als offenes Bediensystemnetzwerk 
 
Kunde = Weitergabeeinheit z.B. Los l = 1,...m 
Vorgehensweise 1. Lo se Flu–gleichungen λi = ∑ λi

l  
2. tab,i

l = pRu st,i
l tRu st,i

l + tStu ck,i
l Ll               mit Ll = Losgro–e Los l, pRu st,i

l = 1 ² (λi
l / λi)½  

3. Mittelwerte der Bearbeitungszeit (⇒ µ, cab½ ):  E(tab,i) = ∑l tab,i
l λi

l / λi    und analog 
E(tab,i½ ) 

⇒ anschl. als QNA lo sen 
 
2.5 geschlossene Bediensystemnetzwerke mit exponentialverteilten Zeiten 
 
Kunden K: endliche, feste Zahl Kunden im BSN im Umlauf (Kunde z.B. FTS) 
Produktformlsgen (aus globalen GGG): p(k) = 1/G(K) ∏  Fi(ki) 
Vorgehensweise 1. Besuchshaufigkeiten: ej = ∑ qij ei  

⇒ M-1 unabhangige Gleichungen, zusatzlich setze z.B. e1 = 1 

2. Bestimme fu r alle j, kj :Fj(kj) = 
jk

j

je











µ
(Hinw.: Formel nur fu r Einkanalsystem!) 

[ Beweisidee:  Elimination von allen von ki unabh. Faktoren:  
[   a) λk1 λk2 ...         und          b) (1-λe1/µ1) (1-λe2/µ2) ... 

3. Normalisierungskonstante: G(K) = ∑ ∏
∑ =

j
j Kk j

Fj(kj) 

4. Zustandswahrscheinlichkeit der Netzwerkzustande: p(k) = 1/G(K) ∏ Fi(ki) 

5. Zustandswahrscheinlichkeit einzelner BS: pj(k=n) = ∑
∑ =

=
Kk

nk

j

j

kp )(  

(Randwahrscheinlichkeiten) 

⇒ Rechenaufwand! Anzahl Zustande Z= 







−

−+
1

1
M

MK
 

⇒ Ungenauigkeit (sehr kleine Wahrscheinlichkeiten) 
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MWA Vor.: Little und Ankunftszeittheorem 
 
Schritte fu r Einkanalsystem: 
1. Besuchshaufigkeiten ei bestimmen (s.o.) 
2. Initialisiere Ni(0) = 0 
3. Iteration k = 1,...,K 

3.1 tv,i = 
iµ

1
[ 1 + Ni(k-1) ] 

3.2 λ(k) = 
∑

i
ivi kte

k
)( ,

 

3.3 λi(k) = λ(k) ei 
3.4 Ni(k) = λi(k) tv,i(k) 

4. Kenngro–en ρi, tw,i, ... berechnen 
 

  
K

λ

λmax

fur begrenzte
Warteraume

 
 
2.6 geschlossene BSN mit generellen Zeiten 
 
Antwortzeit-
erhaltung 

Vor.:  -      ZAZ immer exponentialverteilt 
- Mikrosicht (einzelne BS) ↔ Makrosicht (BSN) 
- Einkanalsysteme 

 
Schritte: 
1. λalt, λi

alt mittels MWA schatzen 

2. tv,i
M/G/1 = 

)(
)(

1 ,

2
,

iab

iab

i

i

tE
tE

ρ
ρ
−

 fu r alle i bestimmen 

3. µi' = 1//
,

1//
,  1

GM
iv

GM
ivi

t
tλ+

bestimmen (Hinw.: Formel aus tv,i
M/G/1 = tv,i

M/M/1 

4. λneu , λi
neu nach MWA schatzen mit neuem µi' 

5. Falls | λalt - λneu | ≥ ε THEN GOTO 2 
 
⇒ schlechte Ergebnisse fu r kleines K, wegen Ann. der Markovprozesse 
⇒ U bertragbar auf M/G/c bzw. G/G/c durch bekannten Analogieschlu– (s.o.) 

 
 
 
Viel Erfolg! 


